Semana 16

= Se sugiere antes de resolver los ejercicios ver los videos de YouTube de los temas correspon-
dientes asi como también leer la bibliografia recomendada y el material tedrico subido en el
campus del curso.

= A continuacién se presentan algunos ejercicios resueltos y algunas observaciones para resolver
los ejercicios 1 a 9 de la Guia 5. Los ejercicios propuestos que no estén en la guia (pero que se
relacionan con los mismos) no tienen numeracion.

En lo que sigue, vamos a tomar como cuerpo K =R 6 K = C y vamos a considerar el producto
interno candnico, definido por (z,y) = y*z, para z,y € K".

Dada A € K™*" notar que (si consideramos el producto interno canénico) vale

(Az,y) = y*(Az) = (A%y)*(z) = (=, A%y),

para todo =z € K", y € K.

Matrices unitarias y ortogonales

Sea U € C™ " entonces diremos que U es unitaria si UU* = U*U = 1. Si U € R™" y
UUT =UTU = I, diremos que U es ortogonal.
Observar que U € C™" es unitaria, si y sélo si U~! = U* y U € R™ " es ortogonal, si y sélo si
U-t=u".
: . i 0 o
Por ejemplo, la matriz U := [ ; } es unitaria, pues

=[50 [5 2= [0 1)
- [ L] [a i]-v

La matriz, P := -1 [ b } es ortogonal. Pues P € R>*? y
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Observacion:
Sea A € K™ tal que existe B € K"*" tal que

AB =1,

entonces

BA=Iy A'=B.
De hecho, si existe B € K"*™ tal que AB = I, entonces,
det(AB) = det(A) det(B) = det(I) =1 # 0.

Por lo tanto, det(A) # 0. Entonces, existe A~! y multiplicando a izquierda por A~! tenemos

que
B=AYAB)=A"T=4"1

Entonces A~! = B, por lo tanto, también vale que BA = A~1A = 1.

Eso significa que (por ejemplo) dada U € C™*", basta ver que UU* = I 6 que U*U = I para
concluir que U es unitaria.

Caracterizacién de las matrices unitarias (ortogonales)
Proposicién 1. Sea U € C™*™. Entonces, son equivalentes:
i) U es unitaria,
it) U* es unitaria,
iii) U es inversible y U~ = U*,
iv) U preserva el producto interno (candnico), es decir
(Uz,Uy) =(z,y),
para todo x,y € C™.

v) Si {v1,va,--- ,vn} es una bon de C", entonces {Uvy,Uvg,--- ,Uvy} también es una bon de
n

Cn.
vi) Las columnas de U forman una bon de C".
vii) Las filas de U forman una bon de C".

viii) U es una isometria, es decir
U] = ]|

para todo x € C".



Dem. i) = i) : Si U es unitaria, entonces UU* = [ y U*U = I, entonces, trivialmente tenemos
que U*U =1 y UU* = I, por lo tanto U* es unitaria.

i1) = 1i1) : Si U* es unitaria, entonces UU* = [ y U*U = I, eso implica como vimos arriba que
U-l=uU~.

iii) = iv) : Si U~! = U*. Entonces, para todo x,y € C", tenemos que

(Uz,Uy) = (z,U"Uy) = <:1:,U*1Uy> =(z,ly)=(z,y).

iv) = v) : Si {v1,vg, -+ ,vp} es una bon de C", entonces (v;,vj) = d;j, donde d;; =1sii=jy
dij = 0sii# j (la delta de Kronecker). Usando iv), tenemos que

<UU7;,UU]'> = <'l)z‘,1)j> :5ij-

Por lo tanto, {Uvy,Uvs,--- ,Uv,} también es una bon de C".
v) = vi) : Supongamos que U := [u; ug --- uyp), donde u; € C" es la i-ésima columna de U. Sea
{e1,e2, -+, e} la base candnica de C", que es una base ortonormal de C". Entonces
Uei =u1, Ueg =ug, -+ ,Ue, = uy.

Usando v), tenemos que el conjunto
{U€17 U€27 Ty Uen} - {u17u27 o ,Un}

es una bon de C™. Por lo tanto, las columnas de U forman una bon de C".

vi) = wii) : Supongamos que U = [u; ug --- uyp)], donde u; € C" es la i-ésima columna de U.
Por hipdtesis, {uj,ug, - ,uy} es una bon de C", entonces
uj ujur  ujuz - ujuy
* * * *
UU= | | |[wu - u]= : : . : =1
uy, Uruy  UrUg v Uplp

Entonces, U es unitaria. Tomando conjugado en la ecuaciéon anterior, tenemos que

I=T=UU=U0"U=U"U")".

Entonces U” es unitaria. Como ya probamos que i) = vi) (porque probamos i) = i) = iii) =
iv) = v) = vi)), tenemos que las columnas de U’ forman una bon de C". Como las columnas de
UT son las filas de U, concluimos entonces que las filas de U forman una bon de C".

vii) = wviii) : Si las filas de U forman una bon de C" entonces las columnas de U’ (que son
las filas de U) forman una bon de C". Entonces, operando de manera similar que en vi) = vii),
tendremos que vale que (UT)*UT = UUT = I. Entonces, I = I = (UUT)T = UU*, entonces U
es unitaria. Como ya probamos que i) = iv) (porque probamos i) = ii) = iii) = iv)), se sigue en
particular que, para todo x € C"

lUz|? = (Uz,Uz) = (2,2) = ||«|*.



viii) = 1) : Si [|[Uz|| = ||z|| para todo x € C". Entonces,
(Uz,Ux) =(U*Uzx,x) = (Iz,x),
para todo x € C™. Entonces
((U'U = Dz,z)y=(UUzx —z,x)=(UUz,z) — (z,2) =0,

para todo x € C".

Llamemos A := U*U — I. Observar que, si z,w € C" (hacer la cuenta) vale la férmula de polari-
zacion: (Az,w) = (A(z4+w),z+w) +i(A(z+iw),z+iw) + (—1) (A(z + (-1)w), z + (- D)w) +
(=) (A(z+ (—)w), z + (—Hw) .

Entonces, como (Ax,z) = 0, para todo =z € C", vale que (Az,w) = (A(z+w),z+w) +
i(A(z +iw),z +iw )+ (—1) (A(z + (-1)w), z + (—Dw )+ (—i) (A(z + (—9)w), z + (—i)w ) = 0, pa-
ra todo z,w € C". Entonces

((U'U = Dz,w) =0,
para todo z,w € C". En particular, si tomamos w := (U*U — I)z, tenemos que
((U'U - 1)z,(UU—-1)z)=|(UU —I)z”2 =0,

para todo z € C". Entonces
(U*U - 1)z =0,

para todo z € C". Por lo tanto U*U — I = 0 6, equivalentemente, U*U = I y U resulta unitaria.
O

Ejercicio : Pensar como se modifica la Propoposicién 1, si tenemos U ortogonal en vez de U
unitaria.

Matricies hermiticas y diagonalizacién unitaria

Sea A € C™ ™. Diremos que A es hermitica si A* = Ay diremos que A es simétrica, si
A e R y AT = A. Finalmente, diremos que A es anti simétrica, si A € R™*" y AT = —A.

Ejemplos:

. 0
La matriz [1 0

} es anti simétrica, pues AT = —A.
) 2 4 [ *
La matriz i1 | s hermitica, pues A* = A.

Proposicién 2. Sea A € C™"*" tal que A es hermitica, es decir A* = A. Entonces:
1. Los autovalores de A son reales.

2. Autovectores de A correspondientes a distintos autovalores son ortogonales (con el producto
interno candnico).



Dem. 1. : Supongamos que A € C es un autovalor de A. Entonces, existe v € C" \ {0} tal que
Av = A\v. Entonces,

Mo, o) = (Av,v) = (Av,v) = (v, A*) = (v, Av) = (v, ) = X (v,v).

Entonces (A — A) (v,v) = 0. Como (v,v) # 0, pues v # 0, se sigue que A = X y por lo tanto
AeR.

2.: Sean A, u € R (ya probamos que son reales) autovalores distintos de A y sean v, w € C™\ {0}
los autovectores asociados correspondientes. Entonces

AMo,w) = {Iv,w) = (Av,w) = (v,A"w) = (v, Aw) = (v, pw) = p(v,w).

Entonces,

(A=) (v,w) = 0.

Como A # p, concluimos que (v,w) = 0 y entonces v y w son ortogonales. O

Sea A € C™*". Diremos que A es diagonalizable unitariamente si existen U € C™*" unitaria
y D € C™*" diagonal (D no tiene porqué ser real) tales que

A=UDU".

Sea A € R™ "™, Diremos que A es diagonalizable ortogonalmente si existen U € R™*"™ ortogonal
y D € R™*™ diagonal tales que
A=UDU".

Enunciaremos uno de los teoremas mas importantes que veremos en la materia:

Teorema 1. Sea A € C™*™ hermitica, es decir A* = A entonces A es diagonalizable unita-
riamente.

Dem. Lo demostraremos por induccién en n.

Sin =1, entonces A € C (es un nimero) y no hay nada que probar.

Supongamos que n > 1 y que para toda matriz A € C*~1*?~! hermitica vale que A es diagona-
lizable unitariamente. Veamos que eso mismo vale para A € C™*"™ hermitica.

Si A € C"*™ es hermitica, por la Proposicién 2, existe A € R autovalor de A. Sea v € C" \ {0}
un autovector asociado a A y tomemos w := ﬁ, entonces w es un vector de norma 1 asociado al
mismo autovalor A.

Entonces, observar que
w*(Aw) = w*(Aw) = dw*w = M|w||? = A
Ahora, definamos S := gen{w}*. Entonces, recordemos que

dim(S) = dim(C") — dim(gen{w}) =n — 1.



Ademis, si s € S, vale que As € S. De hecho, si s € S = gen{w}*, entonces (s,w) = 0. Por lo
tanto,
(As,w) = (s, A'w) = (s, Aw) = (s, \w) = A (s,w) = 0.

Entonces As € gen{w}t = S, que era lo que querfamos ver.

A continuacién, completemos el conjunto {w} de manera tal que B := {w,v1, -+ ,v,—1} sea
una base ortonormal de C". Entonces, como vy,vs,-- ,v,_1 € gen{w} (son parte de una base
ortonormal) por lo que acabamos de probar, vale que Av; € gen{w}L parai=1,2,--- n—1y
entonces,

0= (Av;,w) =w"Av; = (w, Av; ) = (Av;)"w = v; A*w = v] Aw
parai=1,2,--- ,n— 1. Sea
Vi=wwv - vy,

(donde w, vy, -+ ,v,—1 son las columnas de V). Entonces, como las columnas de V' son una bon de
C", por la Proposicién 1, V es unitaria. Ademads, usando lo que vimos arriba, se sigue que

w* w* Aw w*Avy - wrAv,_q
* * * *
. v} v Aw viAvy - vAv,
VAV = . Alwwvr -+ vp_q] = ) )
vr g vi_JAw vi_JAvy - vl Av,_
A 0 . 0
0 vfAvy - viAv,
0 vy _Avy - v _Avp_
Llamemos
viAvy - v Av,
Ay = : : :
vy _JAvy - vr_Avp

Entonces, por la cuenta anterior, nos quedé la siguiente matriz en bloques:

oA 0
vav= 20

Observar que A; € C"~1*n=1 y A% = A; (hacer la cuenta usando que A* = A). Entonces, por
hipétesis inductiva, Ay es diagonalizable unitariamente. Es decir, existe U; € C?~1*n—1
Dy € R*1Xn=1 (como A; es hermitica sus autovalores son reales) diagonal tales que

unitaria y

Ay = U D U?.

Entonces (verificarlo haciendo la cuenta), tenemos que

A0 T, 1 0 A0 1 07,
e[ Al bRl 8] 8l



1 0
0 Up

wrr 1 0 " 1 0 o 1 0 " 1 0

co=0 [ g v e g )= e o [V e o)
_[roo], [t o) Jr o0 J_[1 0 ]_,
“lour|Tlou | louUu |0 Ly |

Entonces U es unitaria y ademéas U* = [ (1) UO* } V*.
1

Llamemos U :=V [ ] € C™*™. Entonces, notar que

Por lo tanto, si llamamos D := [ g\ 1()) ] € R™"™, tenemos que D es diagonal y
1
A=UDU*.
Entonces, A resulta diagonalizable unitariamente. O

De manera similar a como probamos el Teorema 1, podemos probar que si A € R"*"
es simétrica, entonces A es diagonalizable ortogonalmente.

Ejercicios de diagonalizaciéon unitaria y ortogonal

Sea A € R™" (en el sentido de que consideramos A € C™™ con coeficientes reales) anti-
simétrica, es decir A = —AT. Entonces A es diagonalizable unitariamente.
De hecho, observar que

(GA)* = i* (A)T = —iAT =i(—AT) = iA.

Entonces 1A € C™"*™ es hermitica. Entonces, por el Teorema 1, existe U € C™*™ unitaria y
D € R™™ diagonal, tales que
itA=UDU".

Entonces,
A= —i(itA) = (-)UDU* =U(—iD)U*

y por lo tanto A es diagonalizable unitariamente. Observar que como (—iD) € C™*" los
autovalores de A son nimeros complejos puros.

Ejercicio 1: Explicar por qué las siguientes matrices son diagonalizables unitariamente:

0 -1 cosf —sind 0 -10 cosf) —sinf 0
A = {1 0 ]7142: [sin& cos 0 :|,A3: 1 0 0|, Ay= sinf cosf O

Dem. Observar que
T 0 -1 |1 0o 1|_
=y o - [h o]

7



Entonces, por lo que acabamos de ver A; es diagonalizable unitariamente. De hecho, tenemos que el
polinomio caracteristico de A; es pa, (\) = A2+ 1. Por lo tanto \; =i y Ay = —i son los autovalores

de Ay y como nul(A; —il) = gen{ [ _1 }} y nul(Ay +iI) = gen{ [ 1 }} Entonces

1

Gl

es una bon de C2. Tomemos

entonces U es unitaria y
i 0 .
AT
Observar que
cosf —sinf cosf 0 . 0 -1 .
Ay = [sinﬁ s 0 ]— [ 0 COSQ]—l—smH[l 0 ]—COSGIQ+51HI9A1.
i 0 N 1 1 1 N
Acabamos de ver, que A1 = U 0 —i U*, con U = 5| unitaria. Entonces,
Ay =cosf I +sinf Ay = cos@ (UU*) +sinf (U [é EZ]U*)
- cosf + isinf 0 . e? 0 N
_U[ 0 cos&—isinQ]U _U[ 0 ew}U

y entonces As es diagonalizable unitariamente.
Observar que A3 se puede escribir como la siguiente matriz en bloques:

0 -1 0
As= |1 0 0 |= [ f(l)l (1] } .
0 0 1
Acabamos de ver, que A1 = UDU*, con D = ¢ 0 U=-L 11 unitaria. Entonces

v ) q 1= ) - 0 —’L y - \/i —Z ’[, . )

definamos la siguiente matriz en bloques

— 0 3x3
V[O 1}6@
U* [
Observar que V* = [ 0 1 } y ademds
«,_ U0 U 0 uu 0 I, 0|
VV_[O 1}{0 1] [0 11} [o 1]_13



Por lo tanto, V es unitaria. Adems4s,

oe [ - T e [

y entonces As es diagonalizable unitariamente.
Por dltimo, de manera similar, observar que A4 se puede escribir como la siguiente matriz en

bloques:
cosf —sinf 0
Ay = sinf cosf@ 0 | = [ 111)2 (1) ] .
0 0 1
Acab d Ay = UDU* h= [0 A U itari
cabamos de ver, que As = , con = 0 it | ¥ =7 | _; ; | unitaria.
Entonces, tomando nuevamente la matriz en bloques unitaria V = { g (1) ] . Tenemos que
Ay 0 UDU* 0 Uol[Do][U o e 00
e I e e U A R R ]
0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 0 1
y entonces Ay es diagonalizable unitariamente. O

Ejercicio 3: Sea U € R3*3 una matriz ortogonal con det(U) = 1. Probar que:
a) 1 es autovalor de U.

b) Si B = {v1,v2,v3} es una bon de R? tal que Uv; = v1; entonces en esa base, la matriz de
U(r) :=Ux, 2 € R es
1 0 0
U= |0 cosf —sind |,
0 sinf cos6

para algun 6 € [0, 27).
Dem. a) : Tener en cuenta que con U € R3*3 nos referimos a U € C3*3 con todos sus coeficientes
reales. Por lo tanto, el polinomio caracteristico de A es un polinomio de grado 3 con coeficientes

reales, es decir py € R3[)\]. Por el Teorema Fundamental del Algebra, pa tiene 3 raices y como los
coeficientes de p4 son reales, hay dos opciones:

1. Las 3 raices de p4 son reales.
2. El polinomio caracteristico pa tiene 1 raiz real y dos raices complejas conjugadas.

Conclusién, p4 al menos tiene una raiz A € R y por lo tanto, U tiene al menos un autovalor A € R.
Veamos que en este caso, A = 1.



Primero observemos que cualquier autovalor de una matriz ortogonal tiene médulo 1: de hecho,
como U € R3*3 es ortogonal, vale que UTU = I. Entonces, si A\ € C es autovalor de U, existe
v e C3\ {0} tal que Uv = \v. Entonces,

(v,0) ={(UTUv,v) = (Uv,Uv) = (M, ) = A\ (v,0) = |A| (v,v).

Como (wv,v) # 0, entonces |A\| = 1 y probamos que cualquier autovalor de una matriz ortogonal
tiene médulo 1.
Sean A1, A2, A3 los autovalores de U. Entonces, usando la hipétesis,

1= det(U) == )\1 )\2 )\3.

Sabemos que al menos un autovalor de U es real, supongamos que A\; € R. Entonces, como

|Ad1] = 1, tenemos que A\; = £1. Si A2 y A3 son también reales, de la misma manera, tenemos
que Ay = £1 y A3 = 1. Pero entonces, usando que 1 = det(U) = A\ A2 A3, no queda otra que
M=X=X3=16A =1y X\ = A3 = —1 (es decir los 3 autovalores son iguales a 1 6 hay un

autovalor igual a 1 y los otros dos iguales a —1). Por lo tanto, en ese caso, probamos que 1 es un
autovalor de U como queriamos ver.

Ahora, si estamos en el otro caso, es decir, A\; € R pero Ay, A3 € C. Tenemos que Ay = 3.
Entonces, usando que |A2| =1y que 1 = det(U) = A1 A2 A3, se sigue que

1:det(U):)\1 )\2 )\3:)\1 )\2)\72:>\1|)\2’:)\1'1:)\1.

Por lo tanto, en este caso, también tenemos que 1 es un autovalor de U como queriamos ver.
b) : A partir de ahora, consideremos la transformacién lineal U : R?* — R3, definida por

U(z) :=Ux,

donde U € R3*3 es una matriz ortogonal tal que UTU = I. Entonces, recordar que si £ es la base
canénica de R3, vale que [U]& = U.

Si B = {v1,v2,v3} es una bon de R3 tal que Uv; = v;. Entonces vy es un autovector asociado a
A1 = 1 (que ya vimos que es un autovalor posible). Por otra parte, como {v1,v2,v3} es una bon de
R3, tenemos que gen{vs,v3} = gen{v;}*. Entonces, usando que v; = Uvy, tenemos que

<U(UQ),1)1> = <U’U2,U’Ul> = <1)2,UTUU1> = <'U2,'U1> = 0.
Entonces U(v2) € gen{vi}*+ = gen{vs,v3}. De la misma manera,
<U(U3),’Ul> = <U’U3,U’U1> = <U3,UTU’L)1> = <U3,U1> = 0.
Entonces U (vs3) € gen{vi}*+ = gen{va, v3}.
Por lo tanto, existen a,b,c,d € R tales que U(vy) = ava + bvg y U(vs) = cva + dvs. Entonces,
como U es unitaria, por la Proposicién 1, tenemos que

1= <2)2,1)2> = <UU2,U1)2> = <avg+bv3,av2+bv3> :a2+b2,

1= <’U3,’U3> = <U'I}3,U1}3> = <CUQ+dU3,C’U2+d'U3> 202+d2 y

10



0= (wvo,v3) = (Uvy,Uvs) = (ave + bus, cva + dvs ) = ac + bd.
Entonces ac = —bd.
Por lo tanto, reemplazando y resolviendo, nos queda que
(1—0*)? = a*? = v?d> = b*(1 — ).
Entonces ¢? — b%c? = b — b%c?, por lo tanto ¢ = b% y tomando raiz nos queda que ¢ = +b. De la

misma manera,

a?(1 —d?) = a*c® = *d® = (1 — a®)d>.
Entonces a? = d? y tomando raiz nos queda que a = +d.

Como ac = —bd, finalmente nos queda que
a=dyc=-bba=—-dyc=0.

Entonces, reemplazando, nos queda que

U(vs) = cvg + dvg = —bvg + avs 6 U(vs) = cvy + dvg = buvy — avs.
Por lo tanto,
10 0
[U15 = [[U(0)]° [U@w)]® [U(w3)]P]= | 0 a —b
0 b a
0
10 0
U1E = [[U)]® [Uw)]® [U(w3))F]= | 0 a b
0 b —a
Recordemos que
U =[Uls = Mj [U]5 (M5)~".
Entonces
1 = det(U) = det([U]5).
10 0
Por lo tanto, como det( | 0 a b |) = —a® —b> = —1 esa no puede ser la matriz de U en la
0 b —a
base B y no queda otra que,
10 O
[U1E = [[U(w)]® [U@)]® [U(w3)]®]= | 0 a —b
0 b a

Finalmente, como a? + b% = 1, existe 0 € [0, 27) tal que a = cos@ y b = sinf. Por lo tanto

1 0 0 1 0 0
UE=10a —b|=]0 cosf —sinf
0 b a 0 sinf cos6

11



y probamos lo que queriamos.

O
Observar que si B = {v1,ve,v3} es una bon de R? tal que
1 0 0
U= |0 cosf# —sinf
0 sinf cos@
Entonces, en ese caso,
1. Si 6 =0, se sigue que U = I y los autovalores de U son (obviamente) A} = Ay = A3 = 1,
2. Si 6 =m, los autovalores de U son Ay =1y Ay = A3 = —
3. Para otros valores de 6, los autovalores de U son A\; = 1 y Ag, A3 € C\ R con A3 = \s.
Ejercicio 5: Sea A € R¥3 tal que vy = [1 1 1]T,va =[1 —10]T, v3=[01 — 1]T, es una base

de autovectores de A asociados a los autovalores )\1, )\2, A3 € R, respectivamente. Probar que A es
simétrica si y s6lo si Ay = A3.

Dem. Supongamos que A es simétrica. Entonces A = A”. Entonces, usando que Avy = Agvsg,
Avs = A3v3 ¥y que Az, Az € R se sigue que

A2 (v2,v3) = (Agva,v3) = (Avg,v3) = (2, ATv3 ) = (2, Avg) = (2, Agv3) = A3 (v2,v3) .
Entonces, como (vg,v3) = vivg = —1, tenemos que
0= ()\2 - )\3) <1)2,1)3> = ()\2 — /\3)(—1) = /\3 — )\2.

Por lo tanto Ao = 3.
Reciprocamente, supongamos que Ay = 3. Entonces, como {vy, va,v3} es una base R? y ademés

(avy,bug + cv3) = ab(v1,v2) + ac(v1,v3) = ab(vivy) + ac(vivy) =0,
para todo a, b, c € R. Tenemos que
gen{vi} = gen{vy, v3}+.

Entonces, Sx—x, = gen{v1} y Sx=x, = gen{va, v3}. Busquemos bases ortonormales de ambos auto-
espacios. Por un lado, {%[1 1 1)7} es una bon de Sy, y, usando el algoritmo de Gram-Schmid,

podemos obtener una bon del autoespacio Sy—»,. De hecho, tomamos us = vo = [1 — 1 0]
-1
up =01 —1]T—7[1 —107 =]

Entonces {f[l —10]7,2[1 1 - 2T} es una bon de S)—»,.

7
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1 1 1
V3 V2 V6
Tomemos U := % \_7% % . Entonces, como las columnas de U son una bon de R?, por
1 =2
RS
la Proposicién 1, U es una matriz ortogonal y ademaés, tenemos que
A 0 O
A=U | 0 X 0 |U"
0 0 Ao
Entonces
A0 0 A0 0 A0 0
AT=Ww | 0 X 0 |UDHT=WHT(] 0 X 0 DIUT=U 0 X 0 |UT=A4
0 0 X 0 0 X 0 0 X
y A resulta simétrica. O

Matrices equivalentes y unitariamente equivalentes

Sean A, B € C™ ™. Diremos que A y B son equivalentes, y lo notamos A = B, si existe una
matriz P € C™*" inversible tal que
A= PBP™!.

Diremos que A y B son unitariamente equivalentes, y lo notamos A ~ B, si existe una matriz
U € C™*™ unitaria tal que
A=UBU".

Sean A, B € C™*™. Entonces, Como A = I, Al,, y I, es unitaria, se sigue que
A~ A
Si A ~ B, entonces A = UBU*, para cierta U unitaria. Entonces
U*AU =U*UBU*U = B,

y entonces, como U* también es una matriz unitaria, se sigue que B ~ A.

Finalmente, si A ~ By B ~ C, tenemos que A = UBU*, para cierta U unitariay B = VCV*
para cierta V unitaria. Entoces A = UBU* = UVCV*U*. Sea W := UV, entonces W* =
VXU*y WW =UVV*U* =U*IU = U*U = I, entonces W es unitaria y tenemos que

A=WCW*,

por lo tanto A ~ C.
Como se cumplen las tres propiedades que vimos, se dice que la relaciéon ~ es reflexiva,
sitmétrica y transitiva.
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Las mismas propiedades que demostramos para la relacion ~, se pueden demostrar de manera
similar para la relacién = . Se deja como ejercicio dicha demostracién.
La siguiente observacién es inmediata:

Sea A € C**". Entonces:

s A es diagonalizable si y sélo si existe D € C™*"™ diagonal, tal que

A=D.

s A es diagonalizable unitariamente si y sélo si existe D € C"*" diagonal, tal que

A~ D.

Recordemos que si en C"*™ definimos la funcién (-,-) : C"*™ x C"*"™ — C, por
(A,B) :=tr(B*A)
entonces C™*"™ resulta un espacio euclideo. La norma inducida por dicho producto interno
1AllF := tr(A*A)'/2,
se denomina norma de Frobenius.
Proposicién 3. Sean A, B € C"*" tales que A ~ B. Entonces:
i) det(A) = det(B),
i1) tr(A) = tr(B),
iti) pa(A) =pB(A),
iv) A y B tienen los mismos autovalores y ademds
mg (A) =mg (A) ymg () =mJ(\),
para todo \ autovalor de A (y de B).

v) La norma de Frobenius de A y B coinciden.

Dem. Si A ~ B, entonces A = UBU* para cierta U € C™*" unitaria, es decir U* = U~!. Entonces:

i): det(A) = det(UBU*) = det(U) det(B) det(U*) = det(U) det(B) det(U 1) = det(B).

i1): tr(A) = tr(UBU*) = tr(U*UB) = tr(IB) = tr(B).

i1i) : pa(\) = det(A — AI) = det(UBU* — A\I) = det(U(B — A )U*) = det(U) det(U*) det(B —
M) =det(B — AI) = pg(A).

iv) : Por el item iii), como p4(A) = pp(A), tenemos que los polinomios caracteristicos de A y B
tienen las mismas raices con las mismas multiplicidades. Entonces, A es un autovalor de A con cierta
multiplicidad algebraica si y sélo si A es un autovalor de B con la misma multiplicidad algebraica.
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Por otra parte, observar que como U es una matriz inversible, vale que
coll(UBU* — X)) = col(U(B = A[)U*) = col(U(B— X)) y
nul(U(B — M) = nul(B — AI).

Supongamos que A es un autovalor de A. Entonces, por un lado A es también un autovalor de B y
ademas, usando el Teorema de la dimensién, tenemos que
m2A(\) = dim(nul(A — X)) = dim(nul(UBU* — \)) = n — dim(col(UBU* — X))

=n —dim(col(U(B — X)) = dim(nul(U(B — A\I)) = dim(nul(B — \I)) = mf()\).

v) : Finalmente,

| A% = tr(A*A) = tr(UBU*)*(UBU*)) = tr(UB*U*UBU*) = tr(UB*BU*)
— tr(BB*(U*U)) = tr(B*B) = || B||%.

Los items i) a iv) de la Proposicién anterior siguen valiendo si tenemos A &= B, pero en este
caso, en general el item v) no vale. La vuelta de la Proposicién anterior, en general es
falsa.

Se deja como ejercicio probar que los items ¢) a iv) de la Proposicién anterior siguen valiendo si
tenemos A = B.
Veamos que v) no vale en general si s6lo tenemos A = B.

. . 21 10 1 1
Por ejemplo, observar que si A := [O 1],3.— [O 2] y P = [_1 0].Entonees

p1l= [ [1) _11 ] y A= PBP~!. Entonces A = B. Sin embargo

IAl[F = tr(AA) = 6 # 5 = tr(B"B) = || B %

y v) no vale.
Veamos por iltimo que la vuelta de la Proposicién anterior, en general es falsa. Sean

0 0 0 0

A=

coor
o~ oo

]

w

Il
cococo
oo o R

0
0
0

o O O
S O =

0
0
0

Observar que, det(A) = 0 = det(B), tr(4) = tr
es el tinico autovalor de Ay By m2(\ =0) =4 = mBP(\ = 0). Por otra parte,
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mf()\ =0) = dim(nul(B)) = dim(nul(

o O O O
o O O
o O = O
o O O O

Finalmente,

J A% = tx(4"A) = 2 = tx(B"B) = || B3~

Por lo tanto, tenemos que los items i), ii), iii), iv) y v) de la Proposicién 3 se cumplen.

0 010
0 000
2 _ 2 _
Observar que A = 0. Pero B® = 00 0 0
0000

Entonces, B o¢ A, porque si existiera U unitaria tal que B = U AU, tendriamos que
0+# B? = (UAUUAU* = UAU*UAU* = UA?U* = UOU* = 0,

lo cual es absurdo. Usando el mismo argumento, se sigue que ademdas B % A. Por lo tanto la vuelta
de la Proposiciéon anterior, en general es falsa.

Ejercicio 2: Determinar cuales de las siguientes parejas de matrices son unitariamente equiva-
lentes:

o
SN—
N
Il
—_
[a—
| IS
oyl
Il
| — |
[
O =
—_

= O

O Nl
—_

110
fyA= |0 2 2|, B=
| 0 0 3

O O =
SN O
w o O

Dem. ¢): Observar que tr(A) = 2 # 0 = tr(B). Entonces, por la Proposicién 3, A no puede ser
unitariamente equivalente (ni siquiera equivalente) a B.
d): Observar que det(A) = —1 # —1 = det(B). Entonces, por la Proposicién 3, A no puede ser
unitariamente equivalente (ni siquiera equivalente) a B.
f): Observar que pa(\) = det(A — AI) = (1 — X)(2 — A)(3 — A). Entonces, los autovalores de
Ason A\ = 1, Aoy = 2, A3 = 3. Por lo tanto, como los tres autovalores de A son distintos, A es
1 00
diagonalizable. Si D := 0 2 0 | =B, tenemos que A = D = B. Es decir, A es equivalente a
0 0 3
B. Sin embargo,

JA% = tr(A7A) = 19 # 14 = tx(B"B) = | B|%.

Entonces, por la Proposicién 3, A no puede ser unitariamente equivalente a B. ]

16



Inercia de un matriz y Lema de inercia

Sea A € C™*™ una matriz hermitica. La inercia de A es la terna

donde i4(A) es la cantidad de autovalores positivos de A (contados con multiplicidad), i_(A) es
la cantidad de autovalores negativos de A (contados con multiplicidad), ig(A) es la cantidad de
autovalores nulos de A (contados con multiplicidad). Claramente

i (A) +i_(A) +io(A) = n.

El siguiente ejercicio es una prueba de un resultado muy importante conocido como Lema de inercia
de Sylvester.

Ejercicio 8: Sean A, B € C™*"™ hermiticas. Probar que In(A) = In(B) si y sélo si existe una
matriz inversible S tal que A = SBS*.

Antes de probar el si y sélo si del ejercicio, veamos una manera conveniente de escribir una
matriz hermitica A cuya inercia In(A) estd dada por los numeros (p, g, r).

Si A € C™"™ es hermitica entonces, por el Teorema 1, existen U € C"*™ unitaria y A :=
diag(A1, -+, A\p) € R™" diagonal (donde Aq,---, A, € R son los autovalores de A) tales que

A=UAU".

Supongamos que In(A) = (p,q,r), donde p es la cantidad de autovalores de A positivos (contados
con multiplicidad), ¢ la cantidad de autovalores de A negativos (contados con multiplicidad) y r la
cantidad de autovalores de A nulos (contados con multiplicidad). Obviamente p+g+r = n y podemos
ordenar los autovalores de A de la siguiente manera: Ay > --- > X, >0, Apy1 < --- < Ay <0,y

Ap+g+1 = -+ = A, = 0. Entonces, definamos las siguientes matrices
AN -+ 0 Api1 o 0
Ap=]: :+ : |eR? A =| : : 1 |eR”Y
0 - A 0 - Apig

Entonces, la matriz A (diagonal) nos quedaria como la siguiente matriz en bloques:

AL 0 O
A= 0 A_ 0

0o 0 O

Donde 0, es la matriz nula de r x r.
Ahora, llamemos
A2 0 Dppa|H2 - 0
Dy = : : : eRPP D_:= : : : € RI*9,
0o ... )\é/2 0 s Aprgl?

17



Entonces, la matriz D € R™"*™ definida en bloques por
Dy 0 0

D= 0 D_- 0 |,
0 0 I

es una matriz inversible (es una matriz diagonal con elementos positivos no nulos en su diagonal).
Ademsds, observar que

I, 0 0 D, 0 0 I, O 0 Do 0 0
D|0 -1, 0 |D= 0 D_ 0 0 -1, 0 0 D_ 0
0 0 Opxr 0 0 I 0 0 Opxr 0o 0 I

DX 0 0 Ar 0 0]

= 0 —-D? 0 |= 0 A_ 0

0 0 0 0 0 0 |

I, 0 0
A=UAU*=UD | 0 -1, 0 |DU"
0 0 o

Sea T := UD, entonces como U y D son matrices inversibles (y el producto de matrices inversibles
es inversible), tenemos que T' € C™*™ es inversible y tenemos que

I, 0 0
A=T | 0 -1, 0 |T* (1)
0 0 o0

Recordemos que si T' es una matriz inversible, entonces T también es inversible y ademds vale
que
(T*)—l — (T_l)*.

Entonces, multiplicando la ecuacién (1) a izquierda por T~! y a derecha por (7%)~!, también
tenemos que

I, 0 0
T'ATH = | 0 -1, 0
0 0 Opxr

Ahora si, probemos el si y sélo si del ejercicio:

Dem. =) : Supongamos que B € C™*" es también una matriz hermitica con In(B) = In(A4) =
(p, q,7). Entonces, operando como hicimos arriba para A, tenemos que existe una matriz V- € C"*"
inversible tal que

I, 0 0
B=V |0 -I, 0 |V~ (2)
0 0 O



Entonces, multiplicando la ecuacién (2) a izquierda por V~! y a derecha por (V*)~!, tenemos que

I, 0 0
VvIiBVvHt= | 0 -1, 0 | =TtAT)L (3)
0 0 O

Ahora, si multiplicamos la ecuacién (3) a izquierda por T' y a derecha por T*, tenemos que
A=T(T'AT) HT* =TV BV H)T* = (TV HB((V*)"'T").

Llamemos S := TV !, entonces S es inversible (pues es el producto de dos matrices inversibles) y
ademas S* = (TV~1)* = (V-1)*T* = (V*)~'T*. Entonces

A= SBS*

y probamos lo que queriamos.
<) : Para la vuelta vamos a tener que arremangarnos un poco.
Supongamos que existe una matriz S inversible tal que A = SBS*.
Sean In(A) = (p,q,7) y In(B) = (p/, ¢, ') las inercias de A y B respectivamente. Queremos ver

quep=p, g=qyr=r.

En primer lugar, veamos que rg(A) = rg(B). De hecho, recordar que como S y S* son inversibles,
se sigue que (hacer la cuenta)

col(A) = col(SBS™) = col(SB) y nul(SB) = nul(B).
Entonces, por el Teorema de la dimensién, tenemos que
rg(A) = dim(col(A)) = dim(col(SB)) = n — dim(nul(SB)) = n — dim(nul(B)) = rg(B).
Entonces, también tenemos que
dim(nul(A))) =n —rg(A) =n —rg(B) = dim(nul(B)).
Recoremos que si A = 0 es un autovalor de A, entonces la multiplicidad geométrica de A = 0 es

m2(\ = 0) = dim(nul(A)).

Como A y B son hermiticas (y por lo tanto diagonalizables) tenemos que las multiplicidades
geométricas y algebraicas de sus autovalores (en particular del autovalor A = 0) coinciden. Entonces,

r=miA=0)= m’gq(/\ =0) = dim(nul(4))) = dim(nul(B)) = mf()\ =0)=mBr=0)=+"
Es decir, probamos que r = /. Entonces, como p+ ¢+ = p' + ¢ +r' = n, se sigue que
ptg=n—r=n—1"=p +q.

Entonces, sélo nos resta ver que p = p’, porque en ese caso, es automatico que g = ¢'.
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Recordemos que antes de la demostracion de este ejercicio vimos que, como A y B son matrices

hermiticas, entonces existen matrices T,V € C™*™ inversibles, tales que

I, 0 0 I, 0 0
A=T 0 -, 0 |T"yB=V 0 —Iy 0 |V~
0 0 o0 0 0 o
Entonces, si A = SBS*, multiplicando a izquierda por S~! y a derecha por (S$*)~!, tenemos que
S™1A(S) ! =B.
Entonces
I, 0 0
0 —Iy, 0 |=vIBWHt=v-1lstaws*) (vt
0 0 0
I, 0 0
=v7isTit | 0o —1, 0 |T*SH)THVH)TL
0 0 O

Si llamamos F := V~1S~7IT entonces F es inversible (es el producto de tres matrices inversibles)

y vale que
Iy 0 0 I, 0 0
0 —Iy 0 | =F 0o -1, 0 |F~
0 0 0, 0 0 O,

Veamos entonces que p = p’. Supongamos que no, es decir, supongamos que p’ > p. Entonces,

g=@ -p)+q>0+4¢ =4

Sean
Uy = gen{@p-‘rlv T 7€p+q} yW:= gen{ela T ep Bl 7671}7
donde ¢; es el i-ésimo vector de la base candnica de C™.
Claramente dim(U;) = g y si w € Uy \ {0}, entonces existen api1,- - ,apq € C no todos nulos,
tales que u = apy1€pi1 + - + Apigepiq =[0--0 api1 -+ aprq 0---0]7. Entonces
I, 0 0
< 0 -1, O u,u> =
0o 0 O,
= <[0...0 —Api1 — Apig 0...0]7”[0...0 Apr1- " Gpig 0...0]T>
= TAp+1ap+1 = 1 T Aptqlptq
2 2
= —|ap+1]|” — -+ — laptq]” < 0.

Claramente, también tenemos que dim(W) =p' +r =n—¢, y si w € W\ {0}, entonces existen

bi, by, bytgt1,- -+, by € C no todos nulos, tales que

w=brepp1+ -+ byey +byigireyrgii+ o bnen = [br- by 0.0 byygrir-- byl”
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Entonces, operando de manera similar,

I, 0 0 (I, 0 0
<F 0 -1, 0 F*w,w>—< 0 -1, 0 F*w,F*w>

0 0 o 0 0,
(I, 0 0

=< 0 —Iq/ 0 w,w>:\bl\2+--~+]bp/]2>0.
0 0 O,

Sea
U :={F'w:weW}=FW),

entonces, recordemos que como F™* es una matriz inversible, se sigue que (demostrarlo)
dim(Us) = dim(F*(W)) = dim(W) =n — ¢
Entonces, usando el Teorema de la dimensién para la suma de subespacios, tenemos que
n=n+0<n+(¢—q¢)=q+ (n—q)=dim(U;) + dim(Us) = dim(U; + Us) + dim(U; N Us).
Entonces, como obivamente dim(U; + Usy) < n, se sigue que
dim(U; NU3) >n —dim(Uy + Us) > n—n = 0.

Entonces dim(U; NUz) > 0 y existe v # 0 tal que v € Uy NUs. Pero entonces, como v € Uy \ {0},

vimos que vale que
I, 0 O
< 0 -1, O v,v> < 0,
0o 0 O

I, 0 0 I, 0 0
< 0 —I, v,v>—< 0 -1, 0 F*w,F*w>>0.

0 0 O 0 0 O,

@)

Entonces, llegamos a un absurdo. Por lo tanto, concluimos que p’ # p. Operando de la misma
manera, se prueba que p % p’. Entonces p = p’ y, como p+q = p' + ¢/, se sigue que ¢ = ¢’ y tenemos
que In(A) = (p,q,7) = (p',q¢,7") = In(B). O

Ejercicio 9: Se resuelve aplicando los razonamientos que hicimos antes de la demostracién del
Ejercicio 8.
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